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   :Résumé  
      Cette thèse traite les opérateurs multilinéaires, qui concerne les opérateurs positifs et les 
espaces de Banach réticulé, nous avons étudié deux points importants. Dans le premier point, 
nous introduisons et étudions la notion les opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p-
sommants. Parmi les résultats de cette recherche, nous avons donné la relation entre ces 
opérateurs et les opérateurs positivement p-sommants, en plus de cela nous avons prouvé un 
nouveau type du théorème de Pietsch, théorèmes de domination. Le deuxième point, que nous 
avons fait, était d’introduire et étudier la notion des opérateurs multilinéaires positifs Cohen p-
nucléaires. Nous avons prouvé un analogue naturel du théorème de domination de Pietsch pour 
cette classe, en caractérisant leurs conjugués, et présentant le théorème de la factorisation de 
Kwapień. Et enfin nous avons établi des relations entre certaines classes d'opérateurs 
multilinéaires.                                                                                                                                    
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. اﻟﺸ ﺒﻜﯿﺔ اﻟﺒﻨﺎﺧﯿ ﺔ  اﻟﻔﻀ ﺎءاتاﻟﺘﻄﺒﯿﻘﺎت اﻟﺨﻄﯿ ﺔ اﻟﻤﻮﺟﺒ ﺔ وﻄﺒﯿﻘﺎت ﻣﺘﻌﺪدة اﻟﺨﻄﯿﺔ واﻟﺘﻲ ﺗﺮﺗﻜﺰ ﻋﻠﻰ اﻷطﺮوﺣﺔ ﺗﻌﺎﻟﺞ اﻟﺘ ﺬهھ  
ﻣﻔﮭ ﻮم اﻟﺘﻄﺒﯿﻘ ﺎت ﻣﺘﻌ ﺪدة اﻟﺨﻄﯿ ﺔ اﻟﻤﻮﺟﺒ ﺔ ﻛ ﻮھﯿﻦ  ﻗﻤﻨﺎ ﺑﺈﻋﻄﺎء ودراﺳﺔ ﻰﻓﻲ اﻟﻨﻘﻄﺔ اﻷوﻟ. ﻓﻘﺪ ﻗﻤﻨﺎ ﺑﺪراﺳﺔ ﻧﻘﻄﺘﯿﻦ ﺟﺪ ﻣﮭﻤﺘﯿﻦ
ﺟﻤﻌﯿ ﺔ وﻛ ﺬﻟﻚ أﺛﺒﺘﻨ ﺎ ﻧ ﻮع ﺟﺪﯾ ﺪ ﻟﻨﻈﺮﯾ ﺔ اﻟﮭﯿﻤﻨ ﺔ  -pودرﺳ ﻨﺎ اﻟﻌﻼﻗ ﺔ اﻟﺘ ﻲ ﺗ ﺮﺑﻂ ھ ﺬه اﻟﺘﻄﺒﯿﻘ ﺎت ﻣ ﻊ اﻟﺘﻄﺒﯿﻘ ﺎت  ﺟﻤﻌﯿﺔ -pﻘﻮة ﺑ
ﻧﻮوﯾ ﺔ وﺑﺮھﻨ ﺎ ﻧﻈﺮﯾ ﺔ  -pأﻣﺎ اﻟﻨﻘﻄﺔ اﻟﺜﺎﻧﯿﺔ اﻟﺘﻲ ﻗﻤﻨﺎ ﺑﮭﺎ ھﻲ إدﺧﺎل ودراﺳﺔ ﻣﻔﮭ ﻮم اﻟﺘﻄﺒﯿﻘ ﺎت ﻣﺘﻌ ﺪدة اﻟﺨﻄﯿ ﺔ اﻟﻤﻮﺟﺒ ﺔ . ﻟﺒﯿﺘﺶ
وﻓ ﻲ اﻷﺧﯿ ﺮ . ﻟﻜ ﻮﯾﺒﻦأﻋﻄﯿﻨ ﺎ ﺑﺎﻹﺛﺒ ﺎت ﻧﻈﺮﯾ ﺔ اﻟﺘﻔﻜﯿ ﻚ ﻛﻤ ﺎ ﻗﻤﻨ ﺎ ﺑﺘﻌﯿ ﯿﻦ اﻟﻤﺮاﻓ ﻖ ﻟﮭ ﺎ و اﻟﺨﺎﺻ ﺔ ﺑﮭ ﺬه اﻟﺘﻄﺒﯿﻘ ﺎت  ﻟﺒﯿ ﺘﺶ اﻟﮭﯿﻤﻨﺔ
  .درﺳﻨﺎ ﺑﻌﺾ اﻟﻌﻼﻗﺎت اﻟﺘﻲ ﺗﺮﺑﻂ ھﺬه اﻟﺘﻄﺒﯿﻘﺎت ﻣﻊ ﺗﻄﺒﯿﻘﺎت ﻣﺪروﺳﺔ ﻣﻦ ﻗﺒﻞ
  
  
  :اﻟﻤﻔﺘﺎﺣﻴﺔ واﻟﺠﻤﻞ  اﻟﻜﻠﻤﺎت 
  
ﺗﻄﺒﯿﻖ ﺧﻄﻲ  –ﺟﻤﻌﻲ  -pﺗﻄﺒﯿﻖ ﺧﻄﻲ ﻣﻮﺟﺐ  -ﺗﻄﺒﯿﻖ ﻣﻮﺟﺐ–ﺗﻄﺒﯿﻘﺎت ﻣﺘﻌﺪدة اﻟﺨﻄﯿﺔ  –ﺟﺪاء ﻣﻮﺗﺮي  –ﺑﻨﺎخ ﺷﺒﻜﻲ  












    This thesis deals with multilinear operators, which concerns positive operators and 
Banach lattice spaces, we have studied two important points. In the first point, we introduce 
and study the notion of Cohen positive strongly p-summing multilinear operators. Among the 
results of this research, we gave the relation between these operators and the positive p-
summing operators; in addition to this we proved a new type of Pietsch's Domination 
Theorems. The second point, we made, was to introduce and study the notion of positive 
Cohen p-nuclear multilinear operators. We proved a natural analogue of Pietsch's domination 
theorem for this class and we have characterized their conjugates; we presented the theorem 
of Kwapień factorization. In the end we established relations between certain classes of 
multilinear operators.                                                                                                                      
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Table des matières
0.1 Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
0.2 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1 Préliminaires 7
1.1 Rappels sur les opérateurs linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.1 Opérateurs Continus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.2 Adjoint dun opérateur borné . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2 Topologie faible et -faible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3 Espaces de Banach réticulés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3.1 Opérateurs positifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.4 Les espaces des suites p sommables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.5 Opérateurs p convexes et p concaves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.6 Les opérateurs multilinéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.7 Produit tensoriel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.7.1 Produit tensoriel algébrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.7.2 Produit tensoriel projectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.7.3 Produit tensoriel injectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.8 Formules et inégalités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.9 Idéaux dopérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.9.1 Opérateurs linéaires p-sommant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.9.2 Opérateurs linéaires fortement p-sommant . . . . . . . . . . . . . 24
1
2 Les opérateurs linéaires positifs fortement p-sommants 26
2.1 Les opérateurs positivement p-sommants . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.2 Théorème de factorisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.3 Les opérateurs positifs fortement p-sommants . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.4 Théorème de Bu sur les opérateurs positifs . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3 Les opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p-sommants 38
3.1 Opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants . . . . . . . . . . . 39
3.2 Opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p sommants . . . . . 40
3.3 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4 Théorèmes de domination et Kwapien´-factorisation pour les opérateurs
multilinéaires positifs Cohen p-nucléaires 54
4.1 Opérateurs multilinéaires Cohen p-nucléaires . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.2 Opérateurs multilinéaires positifs Cohen p-nucléaires . . . . . . . . . . . 55
4.3 Théorème de factorisation de Kwapien´ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.4 Quelques résultats supplémentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
2
0.1 Notation
u : Adjoint dun opérateur linéaire continue u





BX : Boule unité fermée de lespace X
X : Le dual topologique de X
K : Corps des scalaires réels ou complexes
(X;X ) : Topologie faible dénie sur X
(X ;X) : Topologie -faible dénie sur X
E+ : Le cône positif de E
L+ (E;F ) : Ensemble des opérateurs positifs de E dans F
Lr (E;F ) : Ensemble des opérateurs réguliers de E dans F
C(K) : Ensemble des fonctions réelles continues sur
lespace compact K
M (K) : Ensemble des mesures régulières de Borel sur K
p (X;Y ) : Ensemble des opérateurs linéaires p-sommants
de X dans Y
Dp(X;Y ) : Ensemble des opérateurs linéaires fortement p-sommants
de X dans Y
Dm+p (X1; :::; Xm;Y ) : Ensemble des opérateurs m-linéaires positifs
Cohen fortement p-sommants
Cvex; multp (X1; :::; Xm;F ) : Ensemble des opérateurs m-linéaires multiples p-convexesbE : La complétion du produit tensoriel projectif positif de E1; :::; Em
Nmp (X1 Xm;Y ) : Ensemble des opérateurs m-linéaires Cohen p-nucléaires
mult
p (E1; :::; Em;Y ) : Ensemble des opérateurs multilinéaire positifs
multiple p-sommants




Plusieurs chercheurs en Mathématiques ont investi à la théorie des opérateurs p-
sommants [5, 13, 19, 34, 35, ...], ils font des travaux sur les opérateurs linéaires p-
sommants. Où cette théorie a été étudiée en premier lieu par Grothendieck pour p = 1
dans son mémoire 1955: Pietcsh en 1967; il est déni la classe des opérateurs absolu-
ment p-sommants p (p 1) et est montré quelques propriétés intéressantes, parmi les
principaux résultats parûs dans [34], on peut trouver les théorèmes des dominations et
factorisations, dinclusions, les propriétés des compositions et les relations avec les autres
classes dopérateurs linéaires. Aussi, Pietsch a montré que lidentité de `1 dans `2 est
2-sommant, mais son adjoint ne lest pas. Pour cela, la classe dopérateurs fortement
p-sommants Dp (1 p ) a été introduite par Cohen [19] comme une caractérisa-
tion des conjugués des opérateurs p -sommants, puis il a déni la classe des opérateurs
linéaires Cohen p-nucléaires Np = Dp p.
La première étude sur les opérateurs multilinéaires est apparue dans [33] est dévelop-
pée par plusieurs auteurs tels que, Alencar et Matos [4], Melendez et Tonge [29], et
Schneider [39]. Il y a plusieurs notions concernent la sommabilité qui ont été général-
isées aux opérateurs multilinéaires, telles que les concepts de p-sommant et fortement
p-sommant voir [9, 16, 28, ...]). Dont la généralisation des opérateurs p-sommants con-
nue trois formes où la première ne vérie pas le théorème de domination de Pietsch et
la deuxième donne un espace de Banach sous des conditions, et la troisième, de Dimant,
satisfait les deux propriétés indiquées précédemment. Le dernier concept a été introduit
par Achour et Mezrag [2]. Il vérie le théorème de domination de Pietsch et lespace
associé est de Banach.
Le point de départ de la thèse était létude des opérateurs m-linéaires Cohen forte-
ments p-sommants introduits par Achour et Mezrag en 2007; comme généralisation des
opérateurs linéaires fortements p-sommants. Le travail, sur lequel cette thèse est basée,
est le travail e¤ectué par A. Belacel avec la collaboration de D. Achour dans [1], où
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nous avons étudié les opérateurs positifs fortement p-sommants ce qui étroitement liés
aux opérateurs fortement (p; q)-sommants dénis par Apiola [5], nous avons également
prouvé la version positive du théorème de domination-factorisation de Pietsch pour ces
opérateurs. Le deuxième point de cette thèse concerne la généralisation de la dénition
et les résultats trouvés dans le travail réalisé par Achour et Alouani [3] à la situation
positive, où ils ont étudié les opérateurs m-linéaires Cohen p nucléaires.
Ce travail est divisé en quatre chapitres qui sont les suivants :
Dans le premier chapitre, nous allons exposer lensemble de toutes les notions de base
utilisées dans cette thèse et les résultats élémentaires, à savoir les dénitions importantes
et les théorèmes fondamentaux. Nous y introduisons des espaces de Banach classiques et
des espaces de Banach réticulés. Nous présentons également les concepts des opérateurs
positifs, opérateurs réguliers et les opérateurs p-convexes (resp. p-concaves). Dans la
deuxième partie de ce chapitre, nous rappellons quelques propriétés des applications non
linéaires (multilinéaire) et nous terminons ce chapitre en donnant quelques exemples
didéaux dopérateurs linéaires sommants.
Dans le deuxième chapitre, on sintéresse par D+q (X;F ) lensemble des opérateurs
positifs fortement p-sommants introduits par D. Achour et A. Belacel [1] et +p (E; Y )
lensemble des opérateurs positivement p-sommants introduits par O. Blasco [8], nous
rappelons la caractérisation des conjugués dopérateurs positivement p-sommants. Nous
également comparons la notion des opérateurs positivement p-sommants et les opérateurs
positifs fortement q-sommants; en généralisant un résultat dû à Bu [13].
Le but du troisième chapitre est de donner et détudier la notion dopérateurs mul-
tilinéaires positifs Cohen fortement p sommants. Nous prouvons un analogue naturel
du théorème de domination de Pietsch pour cette classe et caractérisons leurs conjugués.
Une de nos contributions consiste à mettre en évidence la relation entre ces opérateurs
et les opérateurs positivement p sommants. Comme applications, nous généralisons un
résultat dû à Q. Bu et Z. Shi [17], et nous donnons quelques inclusions et sur tout avec la
classe des opérateurs m linéaires multiples p convexes. Ces résultats se trouvent dans
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[10].
Nous introduisons et étudions, dans le quatrième, la notion des opérateurs multil-
inéaires positifs Cohen p-nucléaires. Nous prouvons un analogue naturel du théorème de
domination de Pietsch pour cette classe et caractérisons leurs conjugués. La motivation
initiale de notre recherche est de donner une version multilinéaire du théorème de la fac-
torisation de Kwapien´ : Nm+p = Dm+p +p ; :::; +p : En application, nous étudions une
relation entre certaines classes dopérateurs m-linéaires positifs (Multiple p-sommant et
Cohen fortement p-sommant). Pour cela voir prochainement [7].
Liste des Publications :
1 Bougoutaia, A.,Belacel, A.: Cohen positive strongly p summing and p convex
multilinear operators. Positivity 23; 379 395(2019):
2 Bougoutaia, A.,Belacel, A.: On some mapping properties of positive opera-
tors. (Submitted)
3 Belacel, A., Bougoutaia, A., Hamdi, H.: Domination and Kwapien´s fac-




Dans ce chapitre, nous allons exposer lensemble de toutes les notions de base util-
isées dans notre travail, à savoir les dénitions importantes et les théorèmes fondamentaux
(voir [12, 38, 40, ...]). Dans la deuxième partie, nous rappellons quelques propriétés des
applications non linéaires (multilinéaire, produit tensoriel) et nous terminons ce chapitre
en donnant quelques exemples didéaux dopérateurs sommants linéaires.
1.1 Rappels sur les opérateurs linéaires
1.1.1 Opérateurs Continus
Dénition 1.1.1. (Continuité des opérateurs linéaires). Soient X et Y deux
espaces normés, un opérateur linéaire u déni de X dans Y est dit continu au point x0
de X si, on a la propriété suivante:




u(xn) = u( lim
n
xn) = u(x0):
Lopérateur linéaire u est dit continu sur X; sil est continu en chaque point de
lensemble X.
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On note L(X;Y ) lensemble des opérateurs linéaires de X dans Y . On écrira L(X) à
la place de L(X;X).
On note L(X;Y ) lensemble des opérateurs linéaires continus de X dans Y . On
écrira L(X) à la place de L(X;R), lensemble des formes linéaires sur X. Le triplet
(L(X;Y );+; ) est un espace vectoriel sur K:
Dénition 1.1.2.
1) Un opérateur linéaire u : X Y est inversible sil existe un opérateur linéaire
noté u 1 : Y X tel que u 1 u = idX , et u u 1 = idY , où idX (idY ) est un opérateur
didentité sur X (sur Y ) :
2) Un opérateur linéaire u : X Y entre deux espace normés X et Y est un
isomorphisme si u est une bijection continue dont linverse u 1 est également continu.
Dans ce cas les espaces X et Y sont isomorphes, de plus si ku(x)k = kxk ; pour tout
x 2 X; alors u est un isomorphisme isométrique.
1.1.2 Adjoint dun opérateur borné
Soit u un opérateur linéaire borné déni dun espace normé X à valeurs dans un
espace normé Y; alors pour tous x 2 X et y 2 Y; on dénit les fonctionnelles linéaires
bornées U 2 Y = L(Y;K) et V 2 X = L(X;K) comme suit
U : Y K
y U (y)
et
V : X K
x V (x)
Lopérateur noté u déni de Y dans X est dit opérateur adjoint de u si lon a, pour
tous U 2 Y et V 2 X
u : Y X
U u (U) tel que (u U) (x) = U (u (x)) = V (x) ;
De sorte que ku k = kuk :
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1.2 Topologie faible et -faible
Soit X un espace de Banach, La boule unité de X sera notée BX. On désigne par





Les éléments de X seront le plus généralement notés par x .
On note par X le bidual de X (X = (X ) ) : Soit x 2 X lapplication x
hx ; xi de X dans R est une forme linéaire continue sur X ; donc un élément de X ,
on désignera souvent hx ; xi au lieu de x (x) :
La topologie faible (X;X )
La topologie faible sur X est la topologie la plus faible sur X rendant continues toutes
les applications ' 2 X : On la note (X;X ) :
La topologie -faible (X ;X)
Pour chaque x 2 X, on considère lapplication 'x : X K dénie par
'x (f) = hf; xi avec f 2 X :
La topologie -faible sur X est la topologie la plus faible sur X qui rend continues
toutes les applications ('x)x2X . On la note (X ;X).
On dénit sur X trois topologies : la topologie forte, la topologie faible (X ;X )
et la topologie -faible (X ;X) :
Notons que chaque 'x est continue comme forme linéaire sur X (avec la topologie
forte) et donc 'x 2 X . Ainsi 'x est continue pour la topologie faible (X ;X ) et
par dénition de la topologie -faible, on obtient que la topologie -faible est plus faible
que la topologie faible qui elle-même est plus faible que la topologie forte.
Limportance de la topologie -faible est sans aucun doute contenue dans le théorème
de Alaoglu-Banach-Bourbaki voir [12, Page 43].
Théorème 1.2.1. (Alaoglu-Banach-Bourbaki).
9
Lensemble BX = f' 2 X : k' 1g est compacte pour la topologie -faible (X ;X).
Théorème 1.2.2. (Kakutani).
SoitX un espace de Banach. AlorsX est réexif si et seulement siBX = f' 2 X : k'k < 1g
est compact pour la topologie (X;X ).
1.3 Espaces de Banach réticulés
Dénition 1.3.1. Soit E un ensemble non vide, un ordre sur E est une relation binaire
notée ici par " ", qui est réexive, antisymétrique et transitive cest-à-dire
1. x x; 8x 2 E:
2. x y et y x) x = y; x; y 2 E:
3. x y et y z ) x z; x; y; z 2 E:
La borne supérieure dun ensemble à deux éléments est notée par x_ y ou sup fx; yg
et la borne inférieure dun ensemble à deux éléments est notée par x ^ y ou inf fx; yg.
Dénition 1.3.2. On dit que E est réticulé (resp. complètement réticulé) si toute
paire déléments fx; yg possède sup et inf (resp. 8A E =) supA 2 E avec A 6= ?)
Dénition 1.3.3. Un espace vectoriel ordonné est un espace vectoriel équipé dun
ordre qui est compatible avec la structure vectorielle dans le sens suivant.
i) x y ) x+ z y + z; 8x; y; z 2 E:
ii) x y ) 8x 2 E et 0
Soit E un espace vectoriel ordonné, lensemble E+ = fx 2 E : 0 xg est appelé cône
positif de E, et ses éléments sont appelés positifs. Pour tout x 2 E, la partie positive
de x est x+ = x _ 0, et la partie négative est x = x ^ 0; donc le module de x est
jxj = x+ _ x : Deux éléments x; y 2 E; avec x 6= y, sont appelés orthogonaux (on écrit
x?y) si jxj ^ jyj = 0:
Si lespace vectoriel ordonné est réticulé alors est appelé un espace vectoriel réticulé.
Une norme sur un espace vectoriel réticulé E est dite une norme réticulé si,
jx yj ) kx yk ; avec x; y 2 E: (1.1)
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Proposition 1.3.4. [38, Proposition 1.4] Soit E un espace vectoriel réticulé, pour
tout x; y; z 2 E et 2 R, on a
x = x+ x ; jxj = x+ + x ; j j = j j jxj ;
jxj = 0() x = 0; jx+ y xj+ jyj ; x+?x
x+ y = x _ y + x ^ y; jx y x _ y x ^ y;
(x _ y) ^ z = (x ^ z) _ (y ^ z) ; (x ^ y) _ z = (x _ z) ^ (y _ z) :
Remarque 1.3.5. Pour tout espace vectoriel réticulé complet E (par rapport à une
norme réticulé) est dit un espace de Banach réticulé. La propriété (1.1) donne lidentité
importante kxk = kjxjk pour tout x 2 E:
Example 1.3.6.
1) Les espaces euclidiens Rn avec leurs normes euclidiennes sont tous Banach réticulé.
2) Si K est un espace compact, alors lespace vectoriel ordonné C(K) (lespace vec-
toriel des fonctions réelles continues sur lespace K) est ordonné par lordre déni par
f g (f g si et seulement si f (x) g (x) ;8x 2 K), alors lespace C(K) est un espace
est un espace de Banach réticulé avec kfk = sup
t2K
jf(t)j :
3) Lespace Lp(1 p ) est un espace de Banach complètement réticulé.
Remarque 1.3.7. [27] Le dual E dun Banach réticulé E est complètement Banach
réticulé muni par lordre naturel
x1 x2 () hx1; x x2; xi 8x 2 E+: (1.2)
où h:; :i est le crochet de dualité.
Démonstration. Nous allons esquisser la démonstration. Nous dénissons le cône
positif dans E par
x 0 () x (x) 0 pour tout x 0 dans E.
Dans ce cas, il est facile de vérier que pour tout x ; y dans E et pour tout x 0;
on a
(x _ y ) (x) = sup fx (u) + y (x u) : 0 u xg :
et
11
(x ^ y ) (x) = sup fx (v) + y (x v) : 0 v xg : Pour plus de dé-
tails voir [27, p3].
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Dans ce qui suit, E;F sera deux espaces de Banach réticulés et X;Y seront deux
espaces de Banach.
1.3.1 Opérateurs positifs
Dénition 1.3.8. Lopérateur u : E F est positif si Tx 0 pour tout x 2 E+,
cest-à-dire u (E+) F+. Lensemble de tous ces opérateurs est noté L+(E;F ):
Lespace engendré par des opérateurs positifs est lespace vectoriel des opérateurs
réguliers noté Lr(E;F ):
Soit u 2 L+(E;F ), on dit que lopérateur u est régulier sil existe deux opérateurs
u1; u2 2 L+(E;F), tels que u = u1 u2:
Pour tout u 2 Lr(E;F ); la norme de u est :
kukr := inf fkvk : v 2 L+(E;F) et u(x) v(x); 8x 2 E+g :
Théorème 1.3.9 [18]
Tout opérateurs positif dun espace de Banach réticulé dans un espace normé réticulé
est continu.
Preuve. Soit u : E F un opérateur positif, dont E et F sont, successivement, espace
de Banach réticulé et espace normé réticulé.
On suppose que u nest pas continu. Alors il existe une suite fxng de E avec kxnk = 1

















: Donc, il est clair que 0 xn
n2
x pour tout n, et
n u xn
n2
u (x)k <1; pour tout n:
Ceci est impossible. Alors u est continu.
Proposition 1.3.10 [30]
Lespace (Lr(E;F ); k:kr) est un espace de Banach, et on a aussi Lr(E;R) = L(E;R):
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1.4 Les espaces des suites p sommables
Soient n un entier, 1 p +1 et p est le conjugué de p i.e., 1p + 1p = 1:
Soient X un espace de Banach et 1 p < +1, nous notons par `np (X), lespace de
toutes les suites (xi)
n













et `np;weak (X) lespace de toutes les suites (xi)
n


















`np;weak (X) est un espace de Banach avec la norme wp (:) :
Nous savons que pour 1 p <1 et ('i)ni=1 2 `np ;weak (Y ) ; on a :











Lespace (c0)weak(X) = f(xn) : xn 2 X et h i 2 c0;8 2 X g est un sous espace
fermé dans `n1;weak (X) :On sait que `
n
p;weak (X) est isométriquement isomorphe àL(`np ;X)
pour 1 < p et pour p = 1, `n1;weak (X) est isométriquement isomorphe à L(c0;X).
En remplaçant X par un espace de Banach réticulé E, (voir [20]) et on dénit8<: `np;jweakj (E) := (xi)
n
i=1 : (jxij)ni=1 2 `np;weak (E) ;






En plus, soit B+E = f 2 BE : 0g = BE \ E +.














































Lespace `np;jweakj (E) est un espace de Banach réticulé avec lordre induit par lordre
ponctuelle sur EN, voir [26, Théorème 7.8] pour plus de détails.
1 Lespace de Banach réticulé `np;jweakj (E) est isométriquement isomorphe à Lr(`np ;E)
pour 1 < p et `n1;jweakj (E) est isométriquement isomorphe à Lr(c0;E):
2 Lespace de Banach réticulé `np;jweakj (E ) est isométriquement isomorphe à Lr(E; `np )
pour 1 < p et `n1;jweakj (E ) est isométriquement isomorphe à Lr(E; c0):
1.5 Opérateurs p convexes et p concaves
Dénition 1.5.1.
a) Lopérateur linéaire u : X F est p convexe, si il existe une constante M > 0
telle que pour toute suite (xi)
n




















kxik si p =1:
Lensemble de tous ces opérateurs est noté par Cvexp (X;F ) et la plus petite constante
M est notée par Cvexp (u) :
b) Lopérateur linéaire u : E Y est p concave, si il existe une constante M > 0
telle que pour toute suite (xi)
n
















ku (xi)k M sup
1 i n
jxij si p =1:
Lensemble de tous ces opérateurs est noté par Ccavp (E; Y ) et la plus petite constante
M est notée par Ccavp (u) :
- Un espace de Banach X est p-convexe (resp. p-concave) si idX est p-convexe (resp.
p-concave).
Exemple 1.5.2.
- Tout espace de Banach est 1-convexe et 1-concave.
- La p-convexité et la p-concavité pour 1 p sont décroissante et croissante
avec p, respectivement, voir [34].
- Lespace Lp pour 1 p <1 est p-convexe et p-concave et Cvexp (Lp) = Ccavp (Lp) :
Théorème 1.5.3. [22, Théorème 16.21] Soit 1 p +1:
a) Lopérateur u 2 L (X;F ) est p convexe si et seulement si u 2 L (F ;X ) est
p concave.
b) Lopérateur u 2 L (E; Y ) est p concave si et seulement si u 2 L (Y ;E ) est
p convexe.
Soient m 2 N ; X1; :::; Xm; Y; Z des espaces de Banach et E1; :::; Em; F;G des espaces
de Banach réticulés.
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1.6 Les opérateurs multilinéaires
On considère le produit cartésien
X1 Xm = f(x1; :::; xm) : xj 2 Xj ; 1 j mg ;
qui est un espace normé muni de la norme
k(x1; :::; xm)k := max fkxjk : xj 2 Xj ; 1 j mg :
Lopérateur T : X1 Xm Y est appelé multilinéaire (ou m linéaire) si les
opérateurs
Tj : Xj Y
xj T (x1; :::; xj; :::; xm)
sont linéaires pour chaque xj 2 Xj ; 1 j m, en dautres termes
T (x1 j + yj; :::; xm) = (x1; :::; xj ; :::; xm) + T (x1; :::; yj ; :::; xm) ;
pour tous 2 K et xj ; yj 2 Xj :
Lensemble L (X1; :::; Xm;Y ) est lespace vectoriel de tous les opérateurs m linéaires
de X1 Xm de Y , muni par les deux opérations
(T1 + T2) (x1; :::; xm) = T1 (x1; :::; xm) + T2 (x1; :::; xm)
( 1) (x
1; :::; xm) = 1 (x
1; :::; xm) :
Si Y = K, on écrit L (X1; :::; Xm), lespace des formes multilinéaires.
Dénition 1.6.1. Lopérateur m linéaire T : X1 Xm Y est continu sil
est continu comme une fonction entre deux espaces normés.
Une conséquence de cette dénition est légalité suivante:
T (x1; :::; xm) T (y1; :::; ym) =
T (x1 y1; x2; :::; xm) + T (x1; x2 y2; x3; :::; xm) + + T (x1; :::; xm 1; xm ym) :
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Similaire au cas linéaire. Nous avons ce théorème qui caractérise les opérateurs mul-
tilinéaires continu:
Théorème 1.6.2. (Multilinéaire continu (voir [40] )). Pour tout T 2 L (X1; :::; Xm;Y )
les a¢rmations suivantes sont équivalentes:
1) T est continu;
2) T est continu en (0; :::; 0| {z })
m fois
;
3) Il existe une constante C > 0; telle que
T x1; :::; xm C x1 xmk ; pour tout xj 2 Xj: (1.6)




kT (x1; :::; xm)k :
On note par L (X1; :::; Xm;Y ) lespace vectoriel de tous les opérateurs m linéaires
continus (ou bornés) de X1 Xm dans Y: Si Y = K, on écrit L (X1; :::; Xm), et pour
simplication si X1 = = Xm = X on écrit L (mX;Y ) :
On peut voir que kTk = inf fC : C vériant linégalité (1.6)g :
On dira que lopérateurm linéaire T : E1 Em F est positif si T (x1; :::; xm) 2
F+, pour chaque x1 2 E+1 ; :::; xm 2 E+m, et on note par L+ (E1; :::; Em;F ) lespace vecto-





kT (x1; :::; xm)k :
Dans [36], ladjoint dun opérateur m-linéaire T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) est déni par:
T : Y (X1; :::; Xm) ; y T (y ) : X1 Xm K
tel que T (y ) (x1; :::; xm) = y (T (x1; :::; xm)) :
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1.7 Produit tensoriel
1.7.1 Produit tensoriel algébrique
On considère le dual algébrique L (X1; :::; Xm) de lespace L (X1; :::; Xm), tel que
L (X1; :::; Xm) = f : L (X1; :::; Xm) K : est une forme linéaireg :
Le produit tensoriel de X1; :::; Xm sera construit à partir des éléments de lespace
L (X1; :::; Xm) .
Soit (x1; :::; xm) 2 X1 Xm on dénit
x1 xm : L (X1; :::; Xm) K
par
x1 xm (') = ' (x1; :::; xm) ;
où ' est une forme m linéaire.
On pose D lensemble formé par tous ces éléments,
D := fx1 xm : x1 2 X1; :::; xm 2 Xm (X1; :::; Xm) :
La forme x1 xm sappelle tenseur élémentaire.
Dénition 1.7.1.1. Le sous-espace vectoriel de L (X1; :::; Xm) engendré par D est
dit produit tensoreil algébrique de X1 Xm, et sera noté par X1 Xm ainsi







tels que n 2 N; xji 2 Xj ; ( i) 2 K; j = 1; :::;m; i = 1; :::; n:
Cette représentation de u nest pas unique.
Si u 2 X1 Xm et une forme multilinéaire sur X1 Xm, alors
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i ; :::; x
m
i ) :
La valeur de cette expression est indépendante du choix de u. Par dénition, le
produit tensoriel X1 Xm est un espace vectoriel sur K: Alors, on peut voir dans
la proposition suivante quelques propriétés algèbriques sur les tenseurs élémentaires.
Proposition 1.7.1.2. Soient xj ; yj 2 Xj, j = 1; :::;m et 2 K alors:
1) x1 (xj + yj) xm = (x1 xj xm)+(x1 yj xm) :
2) x1 j xm = (x1 xj xm) :
3) x1 0 xm = 0:
Proposition 1.7.1.3. [40]. Soient Tj : Xj Yj , pour tout j = 1; :::;m; des
opérateurs linéaires, alors il existe un unique opérateur
T1 Tm : X1 Xm Y1 Ym,
tel que
(T1 Tm) (x1 xm) = T1 (x1) Tm (xm) :
pour tout (x1 xm) 2 X1 Xm:
1.7.2 Produit tensoriel projectif





kx1i xmi k ;







Alors est une norme sur lespace X1 Xm et de plus, on a
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(x1 xm) = kx1i xmi k :
La norme sappelle la norme projective, et lespace X1 Xm muni de la norme
est un espace normé mais nest pas complet, alors on note par X1b b Xm son
complété. Lespace de Banach X1b b Xm sappelle le produit tensoriel projectif de
X1; :::; Xm. Pour plus de détails voir [37, 40].
Maintenant, on dénit le produit tenseriel projectif des opérateurs continus.
Proposition 1.7.2.2. [37] Soient Tj : Xj Yj (j = 1; :::;m) des opérateurs
linéaires continus, alors il existe un unique opérateur linéaire continu
T1 Tm : X1b b Xm Y1b b Ym
tel que
T1 Tm (x1 xm) = T1 (x1) Tm (xm) ;





1.7.3 Produit tensoriel injectif
Dénition 1.7.3.1. La norme injective sur X1 Xm est dénie par













i est une représentation de u 2 X1 Xm:
On note par X1 " " Xm le produit tensoriel muni de la norme ": Cet espace
nest pas complet en général, alors on note par X1b " b "Xm son complété. Lespace
de Banach X1b " b "Xm sappelle le produit tensoriel injectif des espaces de Banach
X1; :::; Xm.
Proposition 1.7.3.2. [21] Soit 1 j m; on a
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1) " (x1 xm) = kx1 xmk
2) " (u) (u) pour tout u 2 X1 Xm:
Q. Bu, G. Buskes [15] et Fremlin [24, 25] ont introduit le produit tensoriel réticulé,
appelé le produit tensoriel projectif positif. Le cône projectif sur le produit tensoriel










i 2 E+j ; j = 1; :::;m; n 2 N .
La norme tensorielle projective positive sur E1 Em est dénie par
















pour tout u 2 E1 Em: On désigne par E1b j j b j jEm la complétion du produit
tensoriel projectif positif de E1; :::; Em (Produit tensoriel projectif de Fremlin): Alors
E1b j j b j jEm avec la norme ci-dessus, est un espace de Banach réticulé, on posebE = E1b j j b j jEm:
1.8 Formules et inégalités
Soit rn (t) les fonctions de Rademacher [22, p10], à savoir,
rn(t) : [0; 1] R, n 2 N
dénies par rn(t) = sgn(sin 2n ) :
Inégalité de Khinchin [22, p 10]
Pour tout 0 < p < +1, il existe des constantes positives Ap; Bp, telles que pour tous





















Linégalité de Kahane [22, p 211]






































a = (a1; ::::; an); b = (b1; ::::; bn) 2 Rn et 1 < p <1;
















On dit que lopérateur u 2 L (X;Y ) est un opérateur de rang ni si Im (u) est de




hxi ; xi yi
avec (xi )
n
i=1 X et (yi)
n
i=1 Y: Lespace des opérateurs linéaires de rang ni sera noté
Lf (X;Y ):
Dénition 1.9.1 Un idéal dopérateurs I est une sous-classe de la classe L de tous
les opérateurs linéaires continus entre les espaces de Banach tels que pour tous espaces
de Banach X et Y ses composants I (X;Y ) := L (X;Y ) \ I satissant:
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i) I (X;Y ) est un sous-espace de L (X;Y ) qui contient les opérateurs de rang ni.
ii) Propriété didéal: si u 2 L (X1; X) ; v 2 I (X;Y ) et w 2 L (Y; Y1) ; alors la com-
position w v u est dans I (X1; Y1) :
Si k:kI : R+ satisfait
1) (I (X;Y ) ; k:kI) est un espace normé (Banach).
2) kidKkI = 1.
3) Si u 2 L (X1; X) ; v 2 I (X;Y ) et w 2 L (Y; Y1) ; kw v ukI wk kvkI kuk :
Alors (I; k:kI) sappelle un idéal normé (Banach) dopérateurs linéaires.
1.9.1 Opérateurs linéaires p-sommant
Rappelons la dénition dun opérateur linéaire p-sommant introduite par Grothendieck
pour p = 1; dans son mémoire 1955: En 1967, Pietcsh était le premier qui a généralisé la
notion des opérateurs p-sommants, il a déni la classe des opérateurs p-sommants et a
montré quelques propriétés intéressantes, parmi les principaux résultats parûs dans [34]
on peut trouver les théorèmes de domination, factorisation, les théorèmes dinclusions,....
Dénition 1.9.1.1. Soit 1 p < 1: On dit que lopérateur u : X Y est dit
absolument p-sommant (u 2 p (X;Y )) si il existe une constante positive C telle que
pour toute suite nie (xi)
n








la plus petite constante C vérie (1.7) ; notée p (u). La classe p p (:)) des opérateurs
p-sommants est un idéal de Banach. Pour p =1; on a 1 (X;Y ) = L (X;Y ) :
1.9.2 Opérateurs linéaires fortement p-sommant
Pietsch amontré dans [34] que lidentité de `1 dans `2 est 2-sommant; mais lopérateur
adjoint nest pas 2-sommant. Pour cela, le concept dopérateurs fortement p-sommants
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(1 p ) a été introduit par Cohen [19] comme une caractérisation des conjugués
des opérateurs p -sommants.
Dénition 1.9.2.1. Soit 1 < p +1. On dit que lopérateur u : X Y est
fortement p sommant (u 2 Dp(X;Y )) si il existe une constante positive C telle que pour
tout n 2 N; x1; :::; xn 2 X et y1 ; :::; yn 2 Y ; on a
nX
i=1
jhu(xi); yi C k(xi)ni=1kp k(yi )ni=1k`np;weak(Y ) : (1.8)
La plus petite constante C vérie (1.8) ; notée dp (u), oú dp (:) dite la norme fortement
p-sommant sur lespaceDp(X;Y ) de tous les opérateurs fortement p-sommants deX dans
Y qui déni un idéal de Banach. Pour p = 1, on a D1(X;Y ) = L (X;Y ) :
Proposition 1.9.2.2.
1. Soit 1 p < +1: Lopérateur u est p-sommant de X dans Y si et seulement si
lopérateur adjoint u est fortement p -sommant de Y dans X et de plus dp (u ) =
p (u) :
2. Soit 1 < p +1: Lopérateur u est fortement p-sommant de X dans Y si et seule-
ment si lopérateur adjoint u est p -sommant de Y dans X et on a dp (u) = p (u ) :
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CHAPITRE 2
Les opérateurs linéaires positifs
fortement p-sommants
Nous allons rappeler dans ce chapitre la notion des opérateurs positivement p-
sommants [8] et celle des opérateurs positifs fortement p-sommants introduits par D.
Achour et A. Belacel [1], nous donnons la caractérisation du conjugué dun opérateur
positivement p-sommant. Nous également comparons la notion des opérateurs positive-
ment p-sommants et celle des opérateurs positifs fortement q-sommants; en généralisant
un résultat dû à Bu [13], où nous montrons que lespace +p (H;F ) de tous les opéra-
teurs positivement p-sommants de H en F est inclus dans D+q (H;F ) lespace de tous les
opérateurs positifs fortement q-sommants de H dans F; où H est un espace de Hilbert.
2.1 Les opérateurs positivement p-sommants
Dénition 2.1.1. [8] Soit 1 p < 1: On dit que lopérateur u : E Y est

















la plus petite constante C vérie (2.1) ; notée +p (u). Lespace
+
p (X;Y ) de tous les
opérateurs positivement p-sommants de E dans Y est un espace de Banach avec la norme
+
p (:). Pour p =1; on a +1 (X;Y ) = L (X;Y ) :
Proposition 2.1.2. [1] Soient 1 p , u 2 L (E; Y ) et v 2 Lr (F;E). Alors
1) u 2 +p (E; Y ) si, et seulement sil existe une constante K > 0 telle que pour tous
x1; :::; xn 2 E, on a linégalité
ku (xi)ni=1kp K k(xi)k`np;jweakj(E) :
2) Si u 2 +p (E; Y ), alors uv est un opérateur positivement p-sommant de F dans
Y:
3) Pour toute constante C > 0, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) u 2 +p (E; Y ) avec +p (u) C:
(ii) Pour tout v 2 Lr `np ; E , uv est positivement p-sommant et +p (uv) 2C kvkr :
Démonstration. 1) Soit u 2 +p (E; Y ) ; pour tous x1; :::; xn 2 E; on a





























































































kjvj k ( )
p
!1=p









Donc uv 2 +p (F; Y ) et +p (uv) 2 +p (u) kvkr :
3) Il est clair.
Théorème 2.1.3. [41] (Théorème de domination). Soit u 2 L (E; Y ). u est
un opérateur positivement p-sommant si, et seulement sil existe une probabilité sur




hx; x ip (x )
1=p
; (2.2)
pour tout x 2 E+. En plus, dans ce cas +p (u) = inf fC, C vériant linégalité (2.2)g :
Remarque 2.1.4. Soit u 2 L (E; Y ). Alors u est un opérateur positivement p-





hjxj ; x ip (x )
1=p
:
En e¤et, soit x 2 E, Comme x = x+ x et jxj = x+ + x ; on a
ku (x)k = ku (x+ x )k



















Théorème 2.1.5. [41]. Supposons u 2 L (E;X). Alors, u 2 +p (E;X) si et
seulement si u 2 +p (E ;X ) : De plus +p (u) = +p (u ) :
2.2 Théorème de factorisation
Maintenant; nous donnons le théorème de factorisation de Pietsch pour les opérateurs
positivement p-sommants. Dans [1, p792-793], Achour et Belacel ont introduit un nouvel
espace des fonctions. Soient x; y 2 E et 2M B+E (lespace des mesures régulières de
Borel surB+E ); ils ont déni la relation déquivalence s par : x s y () hjx yj ; :i = 0
-p.p.
On note iE linjection E B+E dénie par iE (x) = hx; :i : Lapplication iE est
une injection isomorphique. Si x 0, on a kxkE = khx; :ikC(B+E ), voir [1, p792-793].
Pour f 2 iE (E) B+E ; ils ont déni la semi norme





hjzj ; :ip (:)
!1=p
: hjz f j ; :i = 0 -p.p
9=; :
Soit R = ff 2 iE (E) ; kjf jk = 0 iE (E) : oú Lp0( ) est la complété de lespace
quotient iE (E) =R avec la norme k[f ]k = kjf jk ; [f ] est la classe déquivalence de f 2
iE (E) ; on remarque que
kjf jk = kjgjk 8g 2 [f ] :
Lemme 2.2.1. Lopérateur Jp;0 iE : E iE (E) L
p
0 ( ) est positivement
p-sommant et +p (Jp;0 iE) 1:
Démonstration. Soit (xi)
n
i=1 E. On a 
nX
i=1






















Alors, Jp;0 iE 2 +p (E;Lp0 ( )) et +p (Jp;0 iE) 1:
Théorème 2.2.3. (Théorème de Factorisation). Pour tout opérateur u : E
Y les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) u est positivement p-sommant.
(ii) Il existe une probabilité de Borel régulière sur B+E ; un espace de Banach L
p
0 ( )










Démonstration. (i)) (ii) Si u est positivement p-sommant, le théorème de domina-
tion de Pietsch implique lexistence dune probabilité de Borel régulière sur B+E telle
que, pour tout x 2 E








ku (x) +p (u) k[hx; :i]kLp0( )
= +p (u) kJp;0 iE (x)kLp0( ) :
Si on note le rang du Jp;0 iE par S. Par dénition S = L
p
0 ( ), lapplication S
Y : Jp;0 iE (x) u(x) est bien déni. Il est continu pour la topologie de L
p
0 ( ) avec
norme +p (u) ; puisque
ku (x) +p (u) kJp;0 iE (x)kLp0( ) 8x 2 E:
Alors lextension naturelle de cet application à Lp0 ( ) est lopérateur demandé v:
(ii) ) (i) Comme u = v Jp;0 iE, du lemme précédent et de la propriété didéal,
on déduit que lopérateur u est positivement p-sommant et +p (u) vk +p (Jp;0 iE)
kvk :
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2.3 Les opérateurs positifs fortement p-sommants
Dénition 2.3.1. Soit 1 p : Lopérateur u : X F est positif fortement
p-sommant, sil existe une constante positive C telle que pour tous n 2 N; (xi)ni=1 X
et (yi )
n
i=1 F , on a:
nX
i=1
jhu(xi); yi C k(xi)ni=1kp k(yi )ni=1k`n
p ;jweakj(F )
; (2.3)
où D+p (X;F ) est lespace des opérateurs positifs fortement p-sommants de X dans F; qui
devient un espace de Banach avec la norme d+p (:) ; où d
+
p (u) = inf fC; C vériant (2.3)g :
Nous avons D+1 (X;F ) = L (X;F ) :
Remarque 2.3.2. Soit u 2 L(X;F ). Alors u est positif fortement p-sommant si, et







jhu(xi); yi K k(xi)ni=1kpwp ((yi )ni=1) : (2.4)
Proposition 2.3.3. Soient u 2 L(Y;E); v un opérateur positif de L(E;F ) et w dans
L(X;Y ): Si u 2 D+p (Y;E); alors vuw 2 D+p (X;F ) et d+p (vuw) vk d+p (u) kwk :
Démonstration. Soient 0 z1 ; :::; zn dans F et x1; :::; xn 2 X. Comme u 2 D+p (Y;E)






jhuw(xi); v (zi )ij






hv (zi ) ip
!1=p






zi ; kv k
p
!1=p









On conclut que vuw 2 D+p (X;F ) et d+p (vuw) vk d+p (u) kwk :
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Théorème 2.3.4. Soient 1 p +1.
1) u 2 +p (F; Y ) si, et seulement si u 2 D+p (Y ; F ).
2) u 2 D+p (X;F ) si, et seulement si u 2 +p (F ;X ):
Démonstration. 1) ()) Soit u 2 +p (F; Y ), pour tous n 2 N; (yi )ni=1 F et
(xi )
n
i=1 Y ; on a
nX
i=1
jhu (xi ); yi ij =
nX
i=1
jhxi ; u (yi )ij
nX
i=1





































u 2 D+p (Y ; F ) et d+p (u ) +p (u) : (2.5)















































u 2 +p (F; Y ) et +p (u) d+p (u ) : (2.6)
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Des inégalités (2.5) et (2.6); nous concluons que +p (u) = d
+
p (u ) :
2) Il est clair (on utilisant la même méthode en 1)).
Corollaire 2.3.5.
u 2 D+p (X;F ) si, et seulement si u 2 D+p (X ;F ):
Proposition 2.3.6. Pour 1 p +1; on a
Dp(X;F ) +p (X;F )
Preuve. Si u 2 Dp(X;F ) par [5], lopérateur u 2 p (F ;X ): Daprès la Proposition
3 dans [8], u 2 +p (F ;X ). Par le Théorème 2:3:4, on a u 2 D+p (X;F ):
Théorème 2.3.7. (Théorème de Domination).
Lopérateur u 2 L (X;F ) est positif fortement p-sommant (1 < p ), si et seule-
ment si il existe une positive constante C > 0 et une mesure de probabilité de Radon
sur B+F telles que pour tous x 2 X et y 2 F , on a :




hjy j ;  ip
!1=p
: (2.7)
En plus, dans ce cas, d+p (u) = inf fC;C vériant linégalité (2.7)g :
Preuve. ()) Soit u 2 D+p (X;F ) et puisque u 2 +p (F ;X );on obtient:
jhu (x) ; y ij = jhx; u (y )ij
xk ku (y )k
+




hjy j ;  ip ( )
!1=p
:
(() Soient n 2 N; (xi )ni=1 F et (yi)ni=1 X; on a




hjyi j ;  ip
!1=p
;
pour tout i dans f1; :::; ng ; par conséquent
nX
i=1



















hjyi j ;  ip
!1=p
C k(xi)ni=1kp k(yi )ni=1k`n
p ;jweakj(F )
:
Alors, u 2 D+p (X;F ):
Corollaire 2.3.8. Si 1 < p < q <1; alors
D+q (X;F ) +p (X;F ):
Proposition 2.3.9. [1, Proposition 5.3]. Pour 1 < p ; alors
1) D+p (X;F ) vexp (X;F ):
2) D+p (X; c0) = L(X; c0):
3) D+p (X ; `1) = Cvexp (X ; `1):
2.4 Théorème de Bu sur les opérateurs positifs
Dans [13], Q. Bu a généralisé un résultat de [19, Theorem 4.2.2] pour p et q (1 < p; q < +1),
i.e. p (H;Y ) q (H;Y ) ; où H est un espace de Hilbert. Dans ce paragraphe, nous
comparons la notion des opérateurs positivement p-sommants et celle des opérateurs
positifs fortement q-sommants, en généralisant un résultat dû à Bu.




q (H;F ) :
Démonstration. Dabord considérer H = `n2 (8n 2 N). Soit u 2 +p (H;F ) : Par
le théorème de la domination de Pietsch [1, Proposition 3.4], il existe une mesure de
probabilité sur B+`n2 muni par la topologie -faible, telle que pour tout x 2 `n2 ; on a





hjxj ; x ip (x )
1A1p (2.8)
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ri (t)u (ei) : y
+
























































1A 1q kykk`q ;jweakj(F ) : (2.9)






























































et par linégalité de Khinchin,




















kx kp (x )








1A 1q Kp;q +p (u)Bp: (2.10)








p (u) :Bp k(xk)m1 kq kykk`q ;jweakj(F ) : (2.11)




Kp;q Bp +p (u) :
Considérons maintenant en général un espace de Hilbert H: Soient x1; :::; xm 2 H
et y1 ; :::; ym 2 F . Ensuite, il y a un n 2 N tel que span fxkgmk=1 est isométriquement
isomorphe à `n2 : Soit P la projection orthogonale de H sur span fxkgmk=1 :






jhu (P (xk)) ; ykij
2
A00q






p (u) :Bp k(xk)m1 kq kykk`q ;jweakj(F ) :









Les opérateurs multilinéaires positifs
Cohen fortement p-sommants
Le but de ce chapitre est de donner et détudier la notion dopérateurs multilinéaires
positifs Cohen fortement p sommants. Nous prouvons un analogue naturel du théorème
de domination de Pietsch pour cette classe et caractérisons leurs conjugués. En applica-
tion, nous généralisons un résultat dû à Q. Bu et Z. Shi [17], et nous comparons cette
classe avec la classe des opérateurs m linéaires multiples p convexes.
Soient m 2 N ; X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach et E1; :::; Em; F;G des espaces de
Banach réticulés.
Dénition 3.0.1. (Opérateurs multilinéaires de rang ni). Un opérateur
multilinéaire T 2 L(X1; :::; Xm;Y ) est de rang ni sil sécrit comme une somme nie
dopérateurs de la forme
T : (x1; :::; xm) x1 (x
1) :::xm (x
m) y;
où xk 2 Xk (1 k m) et y 2 Y: Lespace des opérateurs m-linéaires de rang ni sera
noté Lf (X1; :::; Xm;Y ):
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Dénition 3.0.2. (Idéal des opérateurs multilinéaires).
Un idéal dopérateurs multilinéaires (ou multi-idéal) est la classeM des opérateurs
multilinéaires bornés entre des espaces de Banach tels que lensemble
M (X1; :::; Xm;Y ) := L(X1; :::; Xm;Y ) \M,
satisfait :
(i)M (X1; :::; Xm;Y ) est un sous espace de L (X1; :::; Xm;Y ) qui contient les opéra-
teurs m-linéaires de rang nis.
(ii) Propriété didéal : Si T 2M (G1; :::; Gm;Y ) ; Aj 2 L (Xj; Gj) avec j = 1; :::; n et
v 2 L (Y;Z) ; alors v T (A1; :::; Am) 2M (X1; :::; Xm;Z) :
Si k:kM : R+ satisfait :
(1) (M (X1; :::; Xm;Y ) ; k:kM) est un espace normé (Banach),
(2) kTn : Kn K : Tn (x1; :::; xm) = x1:::xmkM = 1 quelque soit n,
(3) Si T 2M (G1; :::; Gm;Y ) ; Aj 2 L (Xj ; Gj) avec j = 1; :::; n et v 2 L (Y;Z) ; alors
kv T (A1; :::; Am)kM vk kTkM kA1 Amk :
Donc (M; k:kM) sappelle idéal normé (de Banach) des opérateurs multilinéaires. On
dénit
MK := fM (X1; :::; Xm;K) : m 2 Ng ;
on dit queMK est un idéal des formes multilinéaires.
3.1 Opérateursm-linéaires Cohen fortement p-sommants
Les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants ont été introduits par
Achour et Mezrag dans [2], tels que un opérateur m-linéaire T : X1 Xm Y
est Cohen fortement p-sommant (1 < p +1), sil existe une constante positive C telle
que pour tous xj1; :::; x
j
n 2 Xj ; 1 j m; et tous y1; y2 ; :::; yn 2 Y :
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T (x1i ; :::; x
m

















La classe des opérateurs m linéaires Cohen fortement p sommants de X1 Xm
dans Y notée Dmp (X1; :::; Xm;Y ); est un multi-idéal de Banach avec la norme dmp (:);
dmp (T ) = inf fC; C vériant linégalité (3.1)g :
Si p = 1; on trouve Dm1 (X1; :::; Xm;Y ) = L (X1; :::; Xm;Y ) :
Dans larticle [31], L. Mezrag et K. Saadi ont étudié les propriétés de ladjoint dun
opérateur m linéaire Cohen fortement p sommant et ont obtenu le résultat suivant.
Théorème 3.1.1. Soit 1 < p +1. Soit T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) et T son adjoint.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.
i) Lopérateur multilinéaire T est Cohen fortement p sommant.
ii) Il existe une probabilité de Radon sur BY telle que, pour tout (x1; :::; xm) 2
X1 Xm et tout y 2 Y





ky kLp ( ) : (3.2)
iii) Lopérateur adjoint T est p sommant, de plus on a
dmp (T ) = p (T ) = inf fC; C vériant (3.2)g :
3.2 Opérateurs multilinéaires positifs Cohen forte-
ment p sommants
La version linéaire a été introduite par Achour et Belacel dans [1]. Dans ce chapitre,
nous introduisons et étudions la notion les opérateurs multilinéaires positifs Cohen forte-
ment p sommants. Une de nos contributions consiste à mettre en évidence la relation
entre ces opérateurs et les opérateurs positivement p sommants. Nous prouvons un
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nouveau type du théorème de Pietsch (Théorèmes de domination). Comme applications,
nous avons également montré des relations avec les opérateurs m-linéaires multiples p-
convexes. Ces résultats apparaîtront dans [10].
Dénition 3.2.1. Soit 1 p +1: Un opérateur m linéaire T : X1 Xm
F est positif Cohen fortement p sommant sil existe une constante positive C > 0;
telle que pour tous xj1; :::; x
j
n 2 Xj ; 1 j m; et tous y1 ; :::; yn 2 F
T (x1i ; :::; x
m















En plus, la classe des opérateurs m linéaires positifs Cohen fortement p sommants
deX1 Xm dans F notéeDm+p (X1; :::; Xm;F ) : Notre espace est un espace de Banach
pour la norme dm+p (:) ; d
m+
p (T ) qui est la plus petite constanteC vériant linégalité (3.3).
Remarque 3.2.2. Soit T 2 L (X1; :::; Xm;F ), Alors T est un opérateur multilinéaire
positif Cohen fortement p sommant si, et seulement si, il existe une constante K > 0
telle que
T (x1i ; :::; x
m















pour tout xj1; :::; x
j
n 2 Xj; 1 j m; et y1 ; :::; yn 2 F +:















Pour lautre sens, soient xj1; :::; x
j
n 2 Xj ; 1 j m; et y1 ; :::; yn 2 F :
khT (x1i ; :::; xmi ); yi ik`n1 = T (x1i ; :::; xmi ); y
+
i yi `n1




i + T (x
1

















































































Proposition 3.2.3. Soient T 2 L (X1; :::; Xm;F ) ; R un opérateur dans L+(F;G) et
Sj dans L(Ej; Xj) (1 j m) :
(i) Si T est positif Cohen fortement p sommant, alors RT est positif Cohen forte-
ment p sommant et dm+p (RT ) d
m+
p (T ) kRk :
(ii) Si T est positif Cohen fortement p sommant, alors T (S1; :::; Sm) est positif
Cohen fortement p sommant et






Démonstration. i) Soit T 2 Dm+p (X1; :::; Xm;F ). Alors daprès (3:4) on a


















hR (yi ) ; y ip
! 1
p












































Donc RT 2 Dm+p (X1; :::; Xm;G) et dm+p (RT ) dm+p (T ) kRk :
ii) Soit T 2 Dm+p (X1; :::; Xm;F ). Alors,
























































Donc, T (S1; :::; Sm) est un opérateur multilinéaire positif Cohen fortement p sommant
et






Le résultat principal de ce chapitre est lextension suivante du théorème de domination
de Pietsch à la classe des opérateurs multilinéaire positifs Cohen fortement p sommants.
Pour la preuve, nous utilisons le lemme de Ky Fan, voir [22, p. 190].
Lemme 3.2.4. (Ky Fan). Soient E un espace vectoriel topologique séparé, C une
partie convexe compacte de E. Soit M un ensemble de fonctions dénies sur C à valeurs
dans ( ;+1] vériant les propriétés suivantes:
a) Toute f 2M est convexe et semicontinue inférieurement;
b) Si g 2 conv(M), il existe f 2M telle que g(x) f(x), 8x 2 C;
c) Il existe r 2 R telle que toute f 2M prend une valeur r.
Alors, il existe x0 2 C telle que f(x0) r pour toute f 2M:
Théorème 3.2.5. (Théorème de Domination)
Si un opérateur m linéaire T 2 L(X1; :::; Xm;F ) est positif Cohen fortement p sommant
(1 < p ) ; alors il existe une mesure de probabilité de Radon sur B+F telle que pour
tous (x1; :::; xm) 2 X1 Xm et y 2 F + nous avons:
T x1; :::; xm ; y dm+p (T )
mY
j=1
xj ky kLp (B+F ) : (3.5)
À linverse, sil y a une constante positive C et une mesure de probabilité de Radon
sur B+F telle que pour tous (x
1; :::; xm) 2 X1 Xm et y 2 F +; on a:






alors T 2 Dm+p (X1; :::; Xm;F ) et dm+p (T ) C:
Démonstration. Tout dabord, nous prouvons linverse, soient (x1i ; :::; x
m
i ) 2 X1
Xm (1 i n) et y1 ; :::; yn 2 F +. Nous avons daprès (3.6)
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pour tout 1 i n: Ainsi
nP
i=1












































Cela implique que T 2 Dm+p (X1; :::; Xm;F ) et dm+p (T ) C:
Pour prouver (3:5) ; soit K = B+F . On considère lensemble C des mesures de proba-
bilité sur C(K) . Lensemble C est un convexe compact dans C(K) muni de sa topologie
-faible (C(K) ; C(K)). SoitM un ensemble des fonctions dénies sur C à valeurs dans
















hyi ; y ip (y )) (3.7)
où (xji )
n
i=1 Xj et (yi )
n
i=1 F
+; (1 j m) :
Ces fonctions sont convexes et continues. Nous appliquons maintenant le lemme de






































































(1 ) g =
lX
i=1

















T (1 )1=(mp) x001i ; :::; (1 )
































hyi ; y ip (y )
!
;




i si 1 i k
(1 )1=(mp) x00ji si k + 1 i n;
et yi =
8<: 1=p yi si 1 i k(1 )1=p yi si k + 1 i n:
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hyi ; y0ip :
y0 est la mesure de Dirac supportée par y0.
En utilisant lidentité élémentaire













































et ceci daprès (3:4) est inférieur ou égale à zero. Daprès le lemme de Ky Fan, il existe
2 C telle que f ( ) 0 pour toute f 2M . Si on prend x = (x1; :::; xm) 2 X1 Xm
et y 2 F +; on a:
f ( ) = f(x;y ) ( )












hy ; y ip (y ) 0:
Doù










hy ; y ip (y )
!
:
Fixant 0: Et en remplaçant xj par
1
1=m
xj, et y par , on trouve
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Prendre linf sur tout 0 et en utilisant lidentité élémentaire (3.9), on obtient
jhT (x1; :::; xm) ; y ij






























jhT (x1; :::; xm) ; y dm+p (T )
mY
j=1
kxjk ky kLp (B+F ) :
Proposition 3.2.6. Un opérateur m linéaire T 2 L(X1; :::; Xm;F ) est positif Cohen
fortement p-sommant (1 < p ) ; si et seulement sil existe une constante positive K >
0 et une mesure de probabilité de Radon sur B+F telles que pour tous (x
1; :::; xm) 2
X1 Xm et y 2 F ; on a







(jy j (y ))p (y )
!1=p
: (3.10)
Démonstration. Implication directe. Soient (x1; :::; xm) 2 X1 Xm et y 2 F
on a
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jhT (x1; :::; xm) ; y ij = jhT (x1; :::; xm) ; y + y ij






























(jy j (y ))p (y )
!1=p
:
Implication indirecte. Soient (x1i ; :::; x
m
i ) 2 X1 Xm;1 i n, et y1 ; :::; yn 2
F . On a daprès (3.10)







(jyi j (y ))p (y )
!1=p
:
Ainsi, en utilisant linégalité de Hölder, nous obtenons
nP
i=1


























































Alors, T 2 Dm+p (X1; :::; Xm;F ) et cela terminer la preuve.
Théorème 3.2.7. Considérons 1 < p1 p2 +1.
Si T 2 Dm+p2 (X1; :::; Xm;F ) ; alors T 2 Dm+p1 (X1; :::; Xm;F ) et




Démonstration. Si T 2 Dm+p2 (X1; :::; Xm;F ), daprès (3:5) on a
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jhT (x1; :::; xm) ; y dm+p2 (T )
mY
j=1








tel que pour chaque (x1; :::; xm) 2 X1 Xm et y 2 F +.
Cela implique que T 2 Dm+p1 (X1; :::; Xm;F ) et dm+p1 (T ) dm+p2 (T ) :
Le théorème suivant, établi la relation entre les opérateurs positivement p sommants
et les opérateurs m linéaires positifs Cohen fortement p sommants.
Théorème 3.2.8. Soit 1 < p . Soit T 2 L (X1; :::; Xm;F ) et T son ad-
joint. Alors T appartient à Dm+p (X1; :::; Xm;F ) ; si et seulement si, T appartient à
+
p (F ;L (X1; :::; Xm)), et nous avons dm+p (T ) = +p (T ) ; où +p est la classe des
opérateurs positivement p sommants (voir [1, 8]).
Démonstration. Supposons que T 2 Dm+p (X1; :::; Xm;F ) : Daprès (3.10) on a







(jy j (y ))p (y )
!1=p
pour tous (xj) 2 Xj (1 j m) et y 2 F :
Nous prenons le supremum sur toutes les suites (xj)mj=1 avec kxj 1; on obtient
sup
kx1k;:::;kxm 1












(jy j (y ))p (y )
!1=p
:
Par le théorème de domination de Pietsch [1, Proposition 3.4], T 2 +p (F ;L (X1; :::; Xm))
et +p (T ) d
m+
p (T ) :
Pour prouver linverse, supposons que T 2 +p (F ;L (X1; :::; Xm)). On a pour tous
(xj) 2 Xj (1 j m) et y 2 F





En utilisant le théorème de domination de Pietsch pour les opérateurs positivement
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p sommants, on obtient







(jy j (y ))p (y )
!1=p
.
Finalement, daprès la Proposition 3:2:6, T est un opérateur multilinéaire positif
Cohen fortement p sommant et dm+p (T ) =
+
p (T ) :
Théorème 3.2.9. Pour 1 < p :
Dmp (X1; :::; Xm;F ) m+p (X1; :::; Xm;F ).
Démonstration. Si T 2 Dmp (X1; :::; Xm;F ) par le Théorème 3:1 dans [31], lopérateur
T 2 p (F ;L (X1; :::; Xm)). Daprès la Proposition 3 dans [8], nous avons T 2
+
p (F ;L (X1; :::; Xm)) : Par le Théorème 3:2:8; on trouve T 2 Dm+p (X1; :::; Xm;F ).
3.3 Applications
Pour m 2 N ; X1b b Xm désigne le produit tensoriel projectif de X1; :::; Xm.
Chaque T 2 L(X1; :::; Xm;Y ) a un opérateur linéaire associé TL 2 L(X1b b Xm;Y )
déni par 8xj 2 Xj (j = 1; :::;m), TL (x1 xm) = T (x1; :::; xm). Soit m : X1
Xm X1b b Xm lopérateur canonique m linéaire, cest-à-dire m (x1; :::; xm) =
x1 xm: Alors,
T = TL m: (3.11)
Proposition 3.3.1. Soient 1 < p et T 2 L(X1; :::; Xm;F ). Alors les a¢rma-
tions suivantes sont équivalentes.
i) T 2 Dm+p (X1; :::; Xm;F );
ii) TL 2 D+p (X1b b Xm;F );
iii) Il existe un espace de Banach Z; u 2 D+p (Z;F ) et S 2 L(X1; :::; Xm;Z) tels que
T = uS:
Démonstration. i) =) ii) Soit T 2 Dm+p (X1; :::; Xm;F ) et pour tout y 2 F et
z 2 X1b b Xm:
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(kx1i xmi k) zk+ ":
Daprès la Proposition 3:2:6; nous avons







(jy j (y ))p (y )
!1=p
. Alors









hT (x1i ; :::; xmi ); y i
nX
i=1










(jy j (y ))p (y )
!1=p












(jy j (y ))p (y )
!1=p
:
Il découle de [1, Theorem 4.13] que TL 2 D+p (X1b b Xm;F ):
ii) =) iii) Si TL 2 D+p (X1b b Xm;F ) et le fait que T = TL m, on prend donc
Z = X1b b Xm:
iii) =) i) Supposons quil existe un espace de Banach Z; u 2 D+p (Z;F ) et S 2
L(X1; :::; Xm;Z) tels que T = uS: Alors
kS(x1; :::; xm) Sk
mY
j=1
kxjk et par [1, Theorem 4.13]




(jy j (y ))p (y )
!1=p
: Alors
jhT (x1; :::; xm); y ij = jhu (S(x1; :::; xm)) ; y ij
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(jy j (y ))p (y )
!1=p
:
Nous avons, selon la Proposition 3:2:6; T 2 Dm+p (X1; :::; Xm;F ):
Dénition 3.3.2. Pour 1 p < 1, un opérateur m linéaire T : X1 Xm
F est appelé multiple p convexe sil existe une constante C > 0 telle que pour
chaque suite nie xji
nj
i=1
Xj ; 1 j m: 
n1;:::;nmX
i1;:::;im=1





























xji Xj , quand p =1:
Dans ce cas, nous donnons la norme de lopérateur multiple p convexe T par
Cvexp (T ) := inf fC : C vérie linégalité ci-dessusg :
Il est facile de vérier que la classe Cvex; multp (X1; :::; Xm;F ) dopérateurs m linéaires
multiples p convexes, avec sa norme associée Cvexp (:), est un espace de Banach.
Proposition 3.3.3. Si 1 < p <1; alors
1)Dm+p (X1; :::; Xm;F ) vex; multp (X1; :::; Xm;F ) :
2)Dm+p (X1; :::; Xm; c0) = L (X1; :::; Xm; c0) :
Démonstration. 1) Soit T 2 Dm+p (X1; :::; Xm;F ); alors T = TL m tel que TL 2
D+p (X1b b Xm;F ) et m(X1; :::; Xm;X1b b Xm) lopérateur canoniquem linéaire.
Par [1, Proposition 5.3], TL 2 Cvexp X1 b b Xm;F où Cvexp X1 b b Xm; F la
classe de tous les opérateurs p convexes de X1b b Xm dans F voir [22].
Pour chaque suite nie xji
nj
i=1












































































Puis par la Dénition 3:3:2; T 2 Cvex; multp (X1; :::; Xm;F ) :
2) Il est clair que
Dm+p (X1; :::; Xm; c0) (X1; :::; Xm; c0):
Maintenant, prenons T 2 L(X1; :::; Xm; c0); puis T = u m tel que u 2 L(X1 bb Xm; c0), nous avons par [1, Proposition 5.3], u 2 D+p (X1b b Xm; c0), et par la
proposition ci-dessus, T 2 Dm+p (X1; :::; Xm; c0); dans ce cas
L(X1; :::; Xm; c0) m+p (X1; :::; Xm; c0):
Alors
Dm+p (X1; :::; Xm; c0) = L(X1; :::; Xm; c0):
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CHAPITRE 4




Dans [3], Achour et Alouani ont représenté la classe Nmp de tous les opérateurs mul-
tilinéaires Cohen p-nucléaires comme suit; Nmp = Dmp p; :::; p), et dans [3, Theorem
2.5], ils ont caractérisé cette classe par le théorème de domination de Piestch. Dans ce
chapitre, nous généralisons cette notion aux opérateurs positifs et prouvons, entre autres
résultats, le théorème de domination pour cette nouvelle classe dopérateurs.
Dénition 4.0.1 [16]. Soit 1 p <1. Un opérateur m-linéaire T : E1 Em
Y est positif multiple p-sommant sil existe une constante K > 0 telle que pour tout
























Dans ce cas, nous dénissons la norme T par
p(T ) = inf fK : K vérie linégalité (4.1)g
Il est facile de vérier que la classe multp (E1; :::; Em;Y ); des opérateurs multilinéaires
positifs multiple p-sommants, munie par sa norme associée p (:), est un espace de Ba-
nach.
4.1 Opérateurs multilinéaires Cohen p-nucléaires
Les opérateurs multilinéaires Cohen p-nucléaires ont été introduits par Achour et
Alouani dans [3], tel que un opérateur m-linéaire T : X1 Xm ! Y est Cohen
p nucléaire (1 < p <1) sil existe une constante C > 0 telle que pour tous xj1; :::; xjn 2
Xj (1 j m) et tous y1; :::; yn 2 F , nous avons
nX
i=1
T (x1i ; :::; x
m



















La classe des opérateurs m-linéaires Cohen p nucléaires de X1 Xm dans Y ,
quest notée par Nmp (X1; :::; Xm;Y ) est un espace de Banach muni par la norme nmp (:);
oú nmp (u) la plus petite constante C vérie (4.2):
Dans le cas p =1, la formule (4.2) sécrit :
nX
i=1











4.2 Opérateurs multilinéaires positifs Cohen p-nucléaires
Dans ce chapitre, nous introduisons et étudions la notion des opérateurs multil-
inéaires positifs Cohen p-nucléaires. Nous prouvons un analogue naturel du théorème de
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domination de Pietsch pour cette classe et caractérisons leurs conjugués. La motivation
initiale de notre recherche est de donner une version multilinéaire du théorème de la fac-
torisation de Kwapien´ : Nm+p = Dm+p +p ; :::; +p : En application, nous étudions une
relation entre certaines classes dopérateurs m-linéaires positifs (Multiple p-sommants et
Cohen fortement p-sommants). Ces résultats apparaîtront dans [7].
Dénition 4.2.1. On dit quun opérateur m-linéaire T : E1 Em F est
positif Cohen p-nucléaire (1 < p <1) sil existe une constante C > 0 telle que pour tous
xj1; :::; x
j
n 2 Ej (1 j m) et tous y1 ; :::; yn 2 F , nous avons
nX
i=1
T (x1i ; :::; x
m
















De plus, la classe de tous les opérateurs m-linéaires positifs Cohen p-nucléaires de
E1 Em dans F est notée par Nm+p (E1; :::; Em;F ); ou N+p (E;F ) si m = 1; lespace
des opérateurs linéaires positifs Cohen p-nucléaires. Notre espace est un espace de Banach
avec la norme nm+p (:), n
m+
p (T ) qui est la plus petite constante C vériant linégalité (4.3).
Pour p =1; on a Nm+1 (E1; :::; Em;F ) = Dm+1 (E1; :::; Em;F ):
Proposition 4.2.2. Soit T 2 L (E1; :::; Em;F ). Alors T est un opérateur multil-




T (x1i ; :::; x
m

















pour tout xj1; :::; x
j
n 2 E+j (1 j m), et y1 ; :::; yn 2 F +:
Démonstration. Pour démontrer cette proposition, on utilise les égalités
yi = y
+
i yi et jyi j = y +i + yi :
56
Proposition 4.2.3. Soient T 2 L (E1; :::; Em;F ) ; R un opérateur positif L+(F;G)
et Sj un opérateur positif L+(Fj ; Ej) (1 j m) :
(1) Si T est positif Cohen p-nucléaire, alors RT est positif Cohen p-nucléaire de
E1 Em dans G et nm+p (RT ) n
m+
p (T ) kRk :
(2) Si T est positif Cohen p-nucléaire, alors T (S1; :::; Sm) est positif Cohen p-
nucléaire de F1 Fm dans F et






Démonstration. 1) Soit T 2 Nm+p (E1; :::; Em;F ). Nous avons par (4.4) ;
nX
i=1
hRT (x1i ; :::; xmi ); yi i =
nX
i=1





















hR (yi ) ; y ip
! 1
p

















































Donc, RT 2 Nm+p (E1; :::; Em;G) et nm+p (RT ) nm+p (T ) kRk :
2) Soit T 2 Nm+p (E1; :::; Em;F ). Alors
nP
i=1






























































Donc, T (S1; :::; Sm) est un opérateur multilinéaire positif Cohen p-nucléaire et






Le résultat principal de ce chapitre est lextension suivante du théorème de domination
de Pietsch à la classe des opérateurs multilinéaire positifs Cohen p-nucléaires. Pour la
preuve, nous utilisons le lemme de Ky Fan.
Théorème 4.2.4. Un opérateur m-linéaire T 2 L(E1; :::; Em;F ) est positif Cohen
p-nucléaire (1 < p ), si et seulement sil existe une constante positive C > 0 et des
mesures de probabilité de Radon j sur B
+
Ej
(1 j m) et sur B+F telles que pour
tous (x1; :::; xm) 2 E+1 E+m et y 2 F +; nous avons








ky kLp (B+F ) : (4.5)
Démonstration. Tout dabord, nous prouvons la première implication. Soient (x1i ; :::; xmi ) 2
E+1 E
+
m et yi 2 F +; daprès (4.5) on a
nX
i=1














1A 1p  Z
B+
F




pour tout 1 i n: Ainsi, en utilisant linégalité de Hölder, nous obtenons
nX
i=1



















































1A 1p wp ((yi )ni=1) :
Cela implique que T 2 Nm+p (E1; :::; Em;F ) et nm+p (T ) C:
Pour prouver linverse, supposons que T 2 Nm+p (E1; :::; Em;F ) : Suivons lidée ap-
pliquée dans [10]. Nous considérons les ensembles P B+Ej (1 j m) et P B
+
F
des mesures de probabilité sur C B+Ej et C B
+
F respectivement. Ce sont des
ensembles convexes qui sont compacts lorsque nous munissons C B+Ej et C B
+
F
par leurs topologie -faible. Nous allons appliquer le lemme de Ky Fan avec E =
C B+E1
C B+Em C B
+




Soit M lensemble des fonctions sur C avec des valeurs dans R de la forme




























hyi ; y ip (y ) ;
pour tout ( 1 m ) 2 C avec (xji)ni=1 E+j et (yi )ni=1 F +; (1 j m) : Ces
fonctions sont continues et a¢nes et que lensemble M est un cône convexe, et par
conséquent les conditions (a) et (b) du lemme de Ky Fan sont remplies.








































et f de la forme (4:6). En utilisant lidentité élémentaire



















































































Où x est la mesure de Dirac supportée par x, et ceci daprès (4:4) est inférieur
ou égale à zero. Daprès le lemme de Ky Fan, il existe ( 1 m ) 2 C telle que
f ( 1 m ) 0 pour toute f 2M . Si on prend x = (x1; :::; xm) 2 E+1 E+m et
y 2 F +, on a:


























hyi ; y ip (y ) 0:
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Doù














hy ; y ip (y )
1A :
Fixant 0: Et en remplaçant xj par
1
1=m
xj, et y par , on trouve





















































Prendre linf sur tout 0 et en utilisant lidentité élémentaire (4.9), on obtient

























ky kLp (B+F ) :
Nous avons aussi le résultat suivant:
Théorème 4.2.5. Un opérateur m-linéaire T 2 L(E1; :::; Em;F ) est positif Cohen
p-nucléaire (1 < p ), si et seulement sil existe une constante positive C et mesures
de probabilité de Radon 1 sur B
+
E1
B+Em et 2 sur B
+
F telles que












1A 1p  Z
B+
F




pour tous (x1; :::; xm) 2 E+1 E+m et y 2 F +:
Pour prouver ce théorème, nous utilisons le théorème général de Domination de
Pietsch récemment présenté par Pellegrino et al. dans [32].
Soient X1; :::; Xm; Y et Z1; :::; Zk des ensembles non vides (arbitraires), H une famille
des opérateurs de X1 Xm dans Y: Soient K1; :::;Kt des espaces topologiques
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compacts de Hausdor¤ et G1; :::; Gt sont des espaces de Banach. Supposons que les
opérateurs 8<: Rj : Kj Z1 Zk Gj [0;+1) ; j = 1; :::; tS : Z1 Zk G1 Gt [0;+1) :
satisfassent:
(1) Pour chaque xl 2 Zl et b 2 Gj ; avec (j; l) 2 f1; :::; t 1; :::; kg lopérateur
(Rj)x1;:::;xk;b : Kj [0;+1) ;
déni par
(Rj)x1;:::;xk;b 'j = Rj 'j ; x
1; :::; xk; b
est continu.
(2) Les inégalités suivantes sont valables:8<: Rj 'j; x1; :::; xk jbj jRj 'j; x1; :::; xk; bjS(f; x1; :::; xk 1b1 tbt) 1 tS(f; x1; :::; xk; b1; :::; bt);
pour tous 'j 2 Kj ; xl 2 Zl; 0 j j 1; bj 2 Gj; avec (j; l) 2 f1; :::; t 1; :::; kg et
f 2 H.
Dénition 4.2.6. [32]. Si 0 p1; :::; pt; q <1; avec 1q = 1p1 + + 1pt : Un opérateur
f : X1 Xm ! Y de H est dit R1; :::; Rt-S-abstract (p1; :::; pt)-sommant sil y a une






















Rj 'j ; x
1
















Gj; n 2 N et (s; j) 2 f1; :::; k 1; :::; tg :
Théorème 4.2.7. [32]. un opérateur f 2 H est R1; :::; Rt-S-abstract (p1; :::; pt)-
sommant si et seulement sil existe une constante positive C et mesures de probabilité de
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Borel j sur Kj; telles que





Rj 'j ; x






pour tous xl 2 Zl; l 2 f1; :::; kg et bj 2 Gj avec j = 1; :::; t:
Preuve du Théorème 4.2.5. En choisissant les paramètres8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:
t = 2; k = m
Zl = E
+




B+Em et K2 = B
+
F
G1 = K; G2 = F +
H = L(E1; :::; Em;F )
q = 1; p1 = p; p2 = p
S(T; x1; :::; xm; b; y ) = jbj hT (x1; :::; xm); y i
R1 (('





1; :::; xm; y ) = hy ; 'i ;
on peut facilement conclure que T : E1 Em F est positif Cohen p-nucléaire
si et seulement si T est R1; R2-S-abstract (p; p )-sommant. Le Théorème 4:2:7 dit que T
est R1; R2-S-abstract (p; p )-sommant si et seulement sil existe une constante C > 0 et
des mesures de probabilité 1sur K1 et 2 sur K2 telles que
















et on trouve (4.10).
Remarque. Les deux Théorèmes 4.2.4 et 4.2.5 sont équivalents.
Proposition 4.2.8. Un opérateur m linéaire T 2 L(E1; :::; Em;F ) est positif Cohen
p-nucléaire (1 < p ), si et seulement sil existe une constante positive C > 0 et
mesures de probabilité de Radon j sur B
+
Ej
(1 j m) et sur B+F telles que
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hjxjj ; xj ip j (xj )
1A 1p  Z
B+
F




pour tout (x1; :::; xm) 2 E1 Em et y 2 F :
4.3 Théorème de factorisation de Kwapien´
Nous présentons maintenant notre résultat principal, le théorème de la factorisation
de Kwapien´. Pour la preuve, nous utiliserons le lemme dû à D. Achour et A. Belacel,
voir [1, Lemma 3.5].
Théorème 4.3.1. Soient 1 < p et j = 1; :::;m. Alors T 2 L(E1; :::; Em;F ) est
positif Cohen p-nucléaire, si et seulement sil existe des espaces de Banach G1; :::; Gm,
des opérateurs positivement p-sommants uj 2 L(Ej ; Gj) et un opérateur multilinéaire
positif Cohen fortement p sommant S 2 L(G1; :::; Gm;F ) tels que T = S (u1; :::; um),
i.e. Nm+p = Dm+p +p ; :::; +p ; de plus






p (uj) : T = S (u1; :::; um)
)
:
Démonstration. Limplication directe. Nous prenons T 2 Nm+p (E1; :::; Em;F ). Alors,
par (4.5), il existe des mesures de probabilité du Radon j sur B
+
Ej
(1 j m) et sur
B+F telles que pour tous (x
1; :::; xm) 2 E+1 E+m et y 2 F +









ky kLp (B+F ) :




# iE1 # iEm " S
iE1 (E1) iEm (Em)
(Jp;0;:::;Jp;0)








Où iEj : Ej C B
+
Ej
est linjection canonique. Si on note limage du Jp;0 iEj
par Gj , et la fermeture de Gj par L
p
0 j , lopérateur G1 Gm F : Jp;0
iEj (x
1; :::; xm) T (x1; :::; xm) est bien déni. Nous appliquons maintenant le Lemme
3:5 dans [1]; nous constatons que les opérateurs uj = Jp;0 iEj : Ej iEj (Ej)
Lp0 j sont positivement p-sommants, et
+
p (uj) 1:
Lopérateur S est déni sur u1 (E1) um (Em); où uj (xj) = Jp;0 iEj (x
j) ; par
S (u1 (x
1) ; :::; um (x
m)) := T (x1; :::; xm) ;
cette dénition a un sens car












Daprès [10, Theorem 2.5], S est un opérateur m linéaire positif Cohen fortement
p sommant et dm+p (S) n
m+
p (T ):
Inversement, cest clair, (nous utilisons les théorèmes de domination de Pietsch pour
un opérateur positivement p-sommant et un opérateurm-linéaire positif Cohen fortement
p sommant).
Dans la proposition suivante, nous établissons des relations entre certaines classes
dopérateurs multilinéaires.
Proposition 4.3.2. Soit 1 < p <1: On a
1) Si T 2 Nm+p (E1; :::; Em;F ) ; alors T 2 Dm+p (E1; :::; Em;F ) et dm+p (T ) nm+p (T ) :
2) Si T 2 Nm+p (E1; :::; Em;F ) ; alors T 2 Cvex; multp (E1; :::; Em;F ).
3) Si T 2 Nm+p (E1; :::; Em;F ) ; alors T 2 multp (E1; :::; Em;F ) et p(T ) nm+p (T ) :
Démonstration. 1) Si T est un opérateur positif Cohen p-nucléaire. Alors daprès
(4.5), il existe des mesures de probabilité du Radon j sur B
+
Ej
(1 j m) et sur B+F
telles que pour tous (x1; :::; xm) 2 E+1 E+m et y 2 F +; on a












































Par le théorème de domination de Pietsch pour les opérateurs m linéaires positifs
Cohen fortement p sommants [10, Theorem 2.5], T 2 Dm+p (E1; :::; Em;F ) et dm+p (T )
nm+p (T ) :
2) Si T est positif Cohen p-nucléaire. Alors, T 2 Dm+p (E1; :::; Em;F ) et nous avons
par [10, Proposition 3.3], T 2 Cvex; multp (E1; :::; Em;F ) :
3) Soit T un opérateur dans Nm+p (E1; :::; Em;F ), nous avons pour tous (xji )nji=1
E+j (1 j m) et y 2 F +
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Encore une fois par Dénition 4:0:1, nous avons T 2 multp (E1; :::; Em;F ) et p(T )
nm+p (T ) :
Proposition 4.3.3. Pour 1 < p :
Nmp (E1; :::; Em;F ) m+p (E1; :::; Em;F ).
Démonstration. Si T 2 Nmp (E1; :::; Em;F ) ; par le Théorème 3:1 dans [3], il existe
des espaces de Banach G1; :::; Gm tels que T = S (u1; :::; um) où S 2 Dmp (G1; :::; Gm;F ) et
uj 2 p(Ej ; Gj) (1 j m). Par le Théorème 2:10 dans [10], S 2 Dm+p (G1; :::; Gm;F )
et daprès la Proposition 3 dans [8], uj 2 +p (Ej ; Gj): Par le Théorème 4:3:1; on trouve
T 2 Nm+p (E1; :::; Em;F ) :
4.4 Quelques résultats supplémentaires
Pour tout opérateur multilinéaire positif T , il existe un unique opérateur linéaire
positif TL qui vérie la relation (3.11). Le résultat suivant justie lintroduction des
opérateurs multilinéaires positifs Cohen p-nucléaires, car il établit un lien direct avec
leur linéarisation.
Théorème 4.4.1. Soient 1 < p et T 2 L(E1; :::; Em;F ). Alors les a¢rmations
suivantes sont équivalentes:
(1) T 2 Nm+p (E1; :::; Em;F );
(2) TL 2 N+p ( bE;F ): En plus, n+p (TL) = nm+p (T ) :
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Démonstration. (1) ) (2) Soit T 2 Nm+p (E1; :::; Em;F ). daprès le Théorème 2:6;
nous avons









ky kLp (B+F ) ;
pour tout (x1; :::; xm) 2 E+1 E+m et y 2 F +.





















où = 1 m: Alors






























ky kLp (B+F ) .
Il découle de (4.5) ; TL 2 N+p ( bE;F ) et n+p (TL) nm+p (T ) :
(2)) (1) Supposons que lopérateur TL est positif Cohen p-nucléaire. Soient (x1; :::; xm) 2
E+1 E
+
m et y 2 F +, on a





























ky kLp (B+F ) :
Donc, daprès (4.5) ; T 2 Nm+p (E1; :::; Em;F ) et nm+p (T ) n+p (TL) :
Le théorème suivant caratérise le dual dun opérateur m-linéaire positif Cohen p-
nucléaire.
Théorème 4.4.2. Soient 1 < p et T 2 L (E1; :::; Em;F ). Alors T appartient à
Nm+p (E1; :::; Em;F ) ; si et seulement si, T appartient à N+p (F ;L (E1; :::; Em)), et nous
avons nm+p (T ) = n
+
p (T ) :
Démonstration. Supposons dabord que T 2 L (E1; :::; Em;F ) est positif Cohen p-
nucléaire. Par le théorème ci-dessus, sa linéarisation TL : bE F est un opérateur
positif Cohen p-nucléaire. Alors TL : F bE est positif Cohen p -nucléaire. En
e¤et, il y a un espace de Banach G, un opérateur positivement p-sommant u : bE G
et un opérateur positif Cohen fortement p-sommant S : G F tels que TL = S u:
Daprès [1, Theorem 4.6], nous avons TL = u S tel que u est un opérateur positif
Cohen fortement p -sommant et S un opérateur positivement p -sommant, donc on a
TL est un opérateur positif Cohen p -nucléaire. Considérons lisomorphisme isométrique
m : L (E1; :::; Em) bE avec m (T ) = TL: Puisque T = TL m, par la dualité
nous obtenons T = m TL
1
m TL: La propriété didéal assure que T est un
opérateur positif Cohen p -nucléaire.
Inversement, supposons que T est positif Cohen p -nucléaire. Alors légalité TL =
m T et la propriété didéal donnent que TL est positif Cohen p -nucléaire, alors TL est




Dans un article publié en [Positivity 23; 379 395(2019)] le candidat a introduit la
notion des opérateurs multilinéaires positifs Cohen fortement p-sommants, où il a général-
isé des travaux intéressants; ce de Achour et Merzrag (On the Cohen strongly p summing
multilinear operators. J. Math. Anal. Appl. 327; 550 563(2007)) et ce de Achour et
Belacel (Domination and factorization theorems for positive strongly p-summing opera-
tors. Positivity. 18; 785 804(2014)), et limportance de ces opérateurs est : Toutes les
propriétés importantes restent vraies est correctes.
Et à partir du travail précédemment cité, le docteur a construit et étudié une nouvelle
classe, celle des opérateurs m-linéaire positifs Cohen p-nucléaires, où il a caractérisé
plusieurs propriétés concernant cette classe.
Les perspectives
Mes perspectives sont:
1 Dans un premier temps, nous présenterons une généralisation naturelle de la notion
de positif Cohen fortement p-sommant, aux polynômes homogènes.
2 Nous présenterons et étudierons une nouvelle classe entre deux espaces Banach
réticulés et étendrons la notion introduite par Dimant à la situation positive.
3 Nous introduisons également un "cross norm" raisonnable sur E1 Em F
de sorte que le dual topologique de lespace résultant est isométrique à
Nm+p (E1 Em;F ); nm+p ...etc
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